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ЧИСлЕННый МЕтОД РАСЧЕтА КРУГлых ПлИт 
В ГЕОМЕтРИЧЕСКИ НЕлИНЕйНОй ПОСтАНОВКЕ
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(НИУ МГСУ), 129337, г. Москва, Ярославское шоссе, д. 26

АННОТАцИЯ. В статье рассматривается осесимметричная задача о расчете круглой плиты на статические нагрузки 
в геометрически нелинейной постановке. Для решения задачи привлекаются обобщенные уравнения метода конеч-
ных разностей (МКР), позволяющие решать задачу в пределах интегрируемой области с учетом разрывов искомой 
функции, ее первой производной и правой части исходного дифференциального уравнения.

Разрешающие дифференциальные уравнения задачи, составленные относительно искомых функций прогиба 
и напряжений, сводятся к четырем дифференциальным уравнениям, два из которых — линейные первого порядка, 
а два — нелинейные второго порядка. Система полученных дифференциальных уравнений решается численно. 
Предлагаемая методика иллюстрируется на примере расчета круглой плиты; при этом исходные данные взяты из 
работы [1]. Результаты расчета при минимальном числе разбиений сравниваются с известным решением А.С. Воль-
мира [1] и свидетельствуют о возможности использования численного метода для решения задач в нелинейной 
постановке.

КЛЮчЕВЫЕ СЛОВА: круглая плита, тонкая, изотропная, нелинейная задача, численное решение, обобщенные 
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ABSTRACT. the article considers the axisymmetric problem about the calculation of round plates with dead loading in a 
geometrically nonlinear system. 

To solve the problem some generalized equations of finite difference method (FMD) are needed that allow to solve 
tasks within intergrable scope taking into account discontinuities of the required function, its first-order derivative and the 
right-hand side of the primitive differential equation.

Resolvent differential equations of the question comprised fractionally the required function of the inflection and stress-
es are reduced to four differential equations, two of which are linear of the first-order and two are nonlinear of the second 
order. the obtained system of differential equations is solved numerically. the proposed method is shown with the example 
of calculation of a round plate; the given data are taken from work [1]. 

The calculation data with the minimum number of partitions are compared to the known solution of A.S. Vol’mir [1] and 
they indicate the possibility of using a numerical method for handling the problem in nonlinear statement.

KEY WORDS: circular plate, refined, isotropic, non-linear problem, computational solution, generalized equations of finite 
difference method
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ И КОНСТРУИРОВАНИЕ 
СТРОИТЕЛьНЫХ СИСТЕМ. ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ 

В СТРОИТЕЛьСТВЕ

Расчету тонких пластин в геометрически нели-
нейной постановке посвящено достаточно большое 
число работ. В исследованиях [1], [3]–[5] исполь-

зуются вариационные методы Галеркина, Ритца–
тимошенко, в [6] разрабатывается приближенный 
метод расчета, в котором при решении нелинейной 
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задачи отыскивается корректирующая поправка к 
линейному решению, а в [7] используется аппарат 
нелинейной инкрементальной строительной меха-
ники. Численные методы решения представлены в 
работе [8]. В статьях [9]–[11] рассматриваются не-
линейные задачи расчета гибких плит при наличии 
дислокаций и ползучести. 

цель данной работы — разработать алгоритм 
численного метода расчета круглой плиты в геоме-
трически нелинейной постановке и иллюстрировать 
его на примере при минимальном числе разбиений 
области или на редкой сетке. Решение строится с 
использованием обобщенных уравнений метода ко-
нечных разностей [2].

Рассматривается тонкая изотропная круглая 
пластина, упругие прогибы которой сравнимы с 
толщиной, т.е. формулируется геометрически не-
линейная задача.

Разрешающие дифференциальные уравнения 
поперечного изгиба в полярных координатах для 
осесимметричной задачи, записанные относитель-
но прогиба и функции напряжений [1], имеют вид 

( )2d H d dWD W
dr r dr dr

F
= Y +∇ ; (1)

( )
2

2

2
d E dW
dr r dr

 ∇ F = −  
 

,  (2)

где D — цилиндрическая жесткость; r — ради-
ус круга в рассматриваемой точке; w — прогибы; 
Y — функция нагрузки; H — толщина плиты; E — 
модуль упругости материала плиты; F — функция 
напряжений.

Раскроем операторы 

∇ = = +
2

2
2

1 1d dW dW d WW r r
r dr dr r dr dr

  
  

   
 

и 

dr r dr
∇ = − + +( )

2 3
2

2 2                    3

1 1d dW d W d WW
dr r dr

.  (3)

Далее введем безразмерные величины
r
c

ρ =  ; 
c
Η

= ; Ww
c

= ; 2p c
D
Y

= ,  (4)

где с — радиус плиты. 

Умножим уравнение (1) на 
D
c 2

 и с учетом (3)

представим его в безразмерном виде
2 3

2 2 3

1 1dw d w d w df dwp
d d dd d

− + + = +
ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρ


.  (5)

Понизим порядок дифференциального уравне-
ния (5), обозначив:

df
d

= l
ρ

,  (6)

dw s
d

=
ρ

,  (7)

2

22

1d s ds sp s
dd

+ = + + λ
ρ ρ ρ

�
.  (8)

Уравнение (2), левая часть которого с точно-
стью до обозначений совпадает с (1), при делении 
на ( )3 2/12 1D ЕН= −µ , введении безразмерных ве- 

личин и умножении на 
D
c 4

 принимает вид

2
2

2 2

1d d k s
dd

l l l
+ = −

l ρρ ρ ρ
.   (9)

Здесь 

( )2

3

6 1
k

− m
=


 (10).

таким образом, получаем четыре дифферен-
циальные уравнения: (6), (7) — линейные первого 
порядка; (8), (10) — нелинейные второго порядка.

Перепишем уравнения (8) и (9) в виде
2

2

1d s ds b
dd

+ = −
ρ ρρ

, (8а)  

2

2

1d d a
dd

l l
+ = −

ρ ρρ
, (9а)

где 

2

sb p s 
= − + + l ρρ 


, (11)

2
2

ka s l
= − ρ ρ 

. (12)

Для численного решения дифференциальных 
уравнений (8а), (9а) воспользуемся обобщенным 
уравнением метода конечных разностей, которое 
следует из формулы (1.5.9) [2] как частный случай 
уравнения метода последовательных аппроксима-
ций МПА. При отсутствии разрывов и при нагрузке 

1 i 1i ip р p− += =  оно имеет вид

2
1 1 i2 2i i i

h h h p+−α − δ ω − αω + α + δ ω = − , (13) 

где h — равномерный шаг одномерной сетки; a и 
d — коэффициенты при второй и первой произво-

дной уравнений (8а), (9а) a = 1, 1
d =

ρ
.

Запишем формулу (13) применительно к (8а) и 
(9а) с учетом правых частей (11) и (12): 

2 2

1 2

2
1

11 2
2

11
2

i i i
i i

i i
i

h h hs s

h s h p ,

−

+
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 (15)
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Далее приведем разностные аппроксимации 
по МКР дифференциальных уравнений первого по-
рядка (6) и (7); для этого воспользуемся уравнением 
(1.5.10) [2], полагая, что нет разрывов и

d = 1, ( )1 1 2i i ihp− +d ω − ω = .  (16)

тогда получим 

1 1 2i i iw w hs− +− = −   (17)

и 

1 1 2i i if f h− +− = − l . (18)

Приведем пример расчета защемленной по 
контуру (с возможностью линейных перемещений) 
круглой плиты на действие равномерно распреде-
ленной нагрузки (рис.) с параметрами [1] с = 10 см, 

Н = 0,1 см, ħ = 0,01, E = 0,75⋅106
 кгсм2, 2  кг0,5 ,

см
q =

m = 0,3.
Возьмем шаг сетки h = 1/2.
Запишем разностное уравнение (14) для точки  

i = 1, где ρ1 = 0,5 : 0,5s0 – (3 + 0,005λ1)s1 + 1,5s2 = 
= 0,25p1 или –(6 + 0,01λ1)s1 = 0,5p1 (19).

Здесь учтено, что s0 = s2 = 0, первое следует 
их условий симметрии, а второе из граничных ус-
ловий. Согласно статье [1] функция напряжений

2
qr

Y = , тогда 

2
2 1

1 2
q cp c

D D
ρY

= = ,  (20)

где, согласно (4), r = ρ1. Уравнение (15) для точки  
i = 1 : 0,5λ0 – 3λ1 + 1,5λ2 = –0,5ks2

1, согласно рабо-
те [1], λ0 = λ1 = 0, тогда

2
1 16

k sl = .  (21)

Уравнение (17) для точки i = 1 имеет вид  
w0 – w2 = –s1. так как на контуре w2 = 0, то получаем 

s1 = –w0.  (22)

Подставляя в формулу (19) выражение для l 
(21) и p (20), получаем кубическое уравнение отно-
сительно w0:

3
3
0 06

600 4 1
k qcw w

D
+ = ρ .  (23)

Для сравнения результата расчета с решением 
[1] следует преобразовать уравнение (23), а именно 
ввести параметры, используемые в цитируемой мо-

нографии j и q*. Принимаем 0W
H

j =  (w0 — прогиб 

в центре), 
4

* q cq
E H

 =  
 

, * 4
6

0,5 100 66,7
0,75 10

q = =
⋅

 

вычисляем цилиндрическую жесткость D, k вычис-
ляем по (10), w0 и ħ записываем согласно (4). 

В результате уравнение (23) принимает вид 
3 *6,59 1,5qj + j = , (24), 

а с учетом q* 3 6,59 100j + j = . Из решения уравне-
ния находим: j = 4,17.

В работе [1] из диаграммы (4.14) при q* = 66,7 
значение j = 3,8. Разница составляет 9,7 %.

таким образом, показана возможность при-
менения обобщенных уравнений метода конечных 
разностей к расчету нелинейной задачи. точность 
решения можно повысить, увеличивая число разби-
ений радиуса, при этом система уравнений всегда 
будет обладать полнотой. Алгоритм расчета разра-
ботан с целью использования компьютеров. При-
веденный пример расчета служит иллюстрацией 
алгоритма и показывает, что уравнения дают ре-
зультаты, позволяющие решать задачи в нелиней-
ной постановке при минимальном числе разбиений. 
Представленная работа позволяет перейти к реше-
нию задач, в которых имеются разрывы искомой 
функции, ее первой производной и правой части 
исходного дифференциального уравнения.

Отметим, что в статьях [12] и [13] для расчета 
тонких пластин в линейной постановке на разрыв-
ные нагрузки используются обобщенные уравнения 
МКР. Полученные решения могут быть полезны в 
качестве первого приближения для нелинейных за-
дач, также следует отметить работу [14], в которой 
приводится аналитический расчет круглых пластин 
и дается обширная библиография.
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